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Zliczanie i prawdopodobienstwo

Dodatek ten jest przegladem podstawowych wiadomos$ci z kombinatoryki i rachunku praw-
dopodobienstwa. Jesli Czytelnik jest zaznajomiony z tymi zagadnieniami, to moze pominac
poczatek dodatku i skoncentrowacd si¢ na dalszej jego czgsci. Do zrozumienia materiatu zawartego
w wigkszosci rozdziatéw nie jest wymagana znajomo$¢ rachunku prawdopodobieristwa, lecz
w niektoérych miejscach jest ona bardzo wazna.

W dodatku C.1 podamy elementarne wyniki z teorii zliczania, w tym standardowe wzory
na zliczanie permutacji i kombinacji. Aksjomaty teorii prawdopodobieristwa i podstawowe fakty
dotyczace rozktadéw prawdopodobienistwa zaprezentujemy w dodatku C.2, a zmienne losowe
wraz z wlasnoSciami wartoSci oczekiwanej i wariancji wprowadzimy w dodatku C.3. Z kolei
w dodatku C.4 zajmiemy si¢ badaniem rozktadéw geometrycznego i dwumianowego, poja-
wiajacych si¢ przy badaniu préb Bernoulliego. Rozwazania na temat rozktadu dwumianowego
bedziemy kontynuowac w dodatku C.5, zajmujac si¢ ,.kraficami” tego rozktadu.

C.1 Zliczanie

Teoria zliczania stara si¢ odpowiedzie¢ na pytanie ,,Ile?” bez faktycznego zliczania. Mozemy na
przyklad zapytaé ,Ile jest r6znych liczb n-bitowych?” lub ,.Ile jest sposobéw uporzadkowania n
réznych elementéw?”’. W tym podrozdziale omawiamy elementy teorii zliczania. Zaktadamy,
ze Czytelnik zna podstawowe zagadnienia teorii zbioréw — jesli nie, to powinien uprzednio
zapoznac si¢ z materialem zawartym w dodatku B.1.

Reguly sumy i iloczynu

Zbidr elementdw, ktére chcemy policzy¢, mozna czasami wyrazié jako sume zbioréw roztacznych
lub jako iloczyn kartezjariski zbioréw.

Reguta sumy méwi, ze liczba mozliwosci, na jakie mozemy wybraé element nalezacy do
jednego z dwdch zbioréw roztacznych, jest rowna sumie mocy tych zbioréw. To znaczy, ze jesli
A i B sg zbiorami skoficzonymi niemajacymi wspdlnych elementéw, to |4 U B| = |A| + |B],
co wynika z réwnania (B.3) na str. 1086. Na przyktad jesli kazdy znak na tablicy rejestracyjne;j
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samochodu jest cyfra lub litera, to liczba mozliwosci dla kazdej pozycji jest réwna 26 4+ 10 = 36,
poniewaz jest 26 mozliwosci wyboru litery i 10 mozliwosci wyboru cyfry.

Reguta iloczynu méwi, ze liczba mozliwosci, na jakie mozemy wybraé uporzadkowana
parg elementéw, jest rowna liczbie mozliwosci, na jakie mozemy wybrac pierwszy element,
pomnozonej przez liczbg mozliwosci, na jakie mozemy wybraé drugi element. Czyli jesli A1 B
sa zbiorami skonczonymi, to |A x B| = |A| - | B|, co jest po prostu réwnoscia (B.4) na str. 1086.
Na przyktad, jesli cukiernia oferuje 28 smakéw lodéw i 4 rodzaje bakalii, to liczba mozliwych
zestawOw ztozonych z jednej gatki lodéw i jednej porcji bakalii wynosi 28 - 4 = 112.

Stowa

Stowo nad zbiorem skoriczonym (alfabetem) S jest to ciag elementéw zbioru S. Na przyktad
istnieje 8 stéw binarnych dtugosci 3:

000, 001,010,011, 100, 101, 110, 111.

(Stosujemy tutaj skrétowy zapis, w ktérym pomijamy nawiasy katowe w oznaczeniu ciagu).
Czasami stowo dlugosci k nazywamy k-stowem. Podstowo s’ stowa s jest to uporzadkowany
ciag nastgpujacych po sobie elementéw stowa s. k-podstowo danego stowa jest jego podstowem
dtugosci k. Na przyktad 010 jest 3-podstowem stowa 01101001 (3-podstowo zaczynajace si¢ na
pozycji 4), ale 111 nie jest podstowem stowa 01101001.

Kazde k-stowo nad zbiorem S mozna traktowaé jako element iloczynu kartezjafiskiego S*;
w takim razie istnieje |S |k stéw dtugosci k. Na przyktad liczba binarnych k-stéw wynosi 2%. In-
tuicyjnie, aby skonstruowac k-stowo nad n-zbiorem, mamy 7 sposobéw na wybranie pierwszego
elementu; dla kazdego z tych wyboréw mamy n mozliwosci na wybranie drugiego elementu itd.
k razy. Konstrukcja ta prowadzi do k-krotnego iloczynu n - n---n = n*, ktéry jest liczba
k-stow.

Permutacje

Permutacjq zbioru skonczonego S nazywamy uporzadkowany ciag wszystkich elementow
zbioru S, przy czym kazdy element wystepuje doktadnie raz. Jesli na przyktad S = {a, b, c}, to
mamy 6 permutacji zbioru S':

abc,ach,bac,bca,cab, cha.

(Tutaj rowniez stosujemy skrétowy zapis, w ktérym pomijamy nawiasy katowe w oznaczeniu cig-
gu). Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi !, poniewaz pierwszy element mozemy
wybrac¢ na n sposobéw, drugi na n — 1 sposobdw, trzeci na n — 2 sposoby itd.

Uporzadkowany ciag k elementéw zbioru S, w ktérym zaden element nie wystgpuje wigcej
niz jeden raz, nazywamy k-permutacjq zbioru S. (Zatem zwyczajna permutacja jest n-permutacja
zbioru n-elementowego). Wszystkie 2-permutacje zbioru {a, b, ¢, d } to:

ab,ac,ad,ba,bc,bd,ca,ch,cd,da,db,dc.
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Liczba k-permutacji zbioru n-elementowego wynosi

n
jako ze istnieje n sposobéw wyboru pierwszego elementu, n — 1 sposobéw wyboru drugiego
elementu itd., az wybierzemy wszystkich k elementéw, przy czym ostatni bedzie wybierany
sposréd n — k + 1 elementéw. W powyzszym przyktadzie dlan = 41k = 2 wzér (C.1) daje
wynik 4!/2! = 12, co zgadza si¢ z liczba wypisanych 2-permutacji.

Kombinacje

k-kombinacjq zbioru n-elementowego S nazywamy po prostu k-elementowy podzbior zbioru S.
Istnieje szes$¢ 2-kombinacji zbioru 4-elementowego {a, b, c,d }:

ab,ac,ad,bc,bd,cd.

(Uzywamy tutaj skrétu, pomijajac nawiasy klamrowe w oznaczeniu kazdego podzbioru). Mozemy
skonstruowa¢ k-kombinacjg zbioru n-elementowego, wybierajac k réznych elementéw z tego
zbioru. Kolejnos$¢, w jakiej wybieramy te elementy, nie ma znaczenia.

Liczbe k-kombinacji zbioru n-elementowego mozna wyrazi¢ przez liczbg k-permutacji
tego zbioru. Dla kazdej k-kombinacji istnieje doktadnie k! permutacji jej elementow, przy czym
kazda z nich jest inng k-permutacja zbioru n-elementowego. Stad liczba k-kombinacji zbioru
n-elementowego jest réwna liczbie k-permutacji podzielonej przez k!; w mys$l réwnosci (C.1)
liczba ta wynosi

n!

kK (n— k) €2

Dla k = 0 ze wzoru tego wynika, ze mozliwosci wyboru 0 elementéw ze zbioru n-elementowego
jest 1 (nie 0), bo 0! = 1.

Wspotczynniki dwumianowe

Zapisu (Z) (czytaj ,,n nad k) uzywamy do oznaczania liczby k-kombinacji zbioru n-elemento-
wego. Z rownosci (C.2) mamy

ny _ n!
k] kKl(n—k)

Wz6r ten jest symetryczny ze wzgleduna k in — k:

(O-(2)
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Liczby te sa takze nazywane wspotczynnikami dwumianowymi z powodu ich wystgpowania
w twierdzeniu o dwumianie:

(x+y)"=> (Z)xk ynk, (C4)

k=0
gdzien € N oraz x,y € R. Prawa strong wzoru (C.4) nazywamy rozwinigciem dwumianu
stanowiacego lewa strong. Przypadek szczegdlny rozwinigcia dwumianu wystepuje, gdy x =
y=1

=5 (0)

Wz6r ten odpowiada zliczaniu 2" binarnych n-stéw ze wzgledu na liczbe zawartych w nich
jedynek: jest (Z) binarnych n-stéw zawierajacych doktadnie k jedynek, jako ze istnieje (Z)
sposobdw wybrania k sposréd n pozycji, na ktérych mozna umiescic jedynki.

Istnieje wiele tozsamosci zwiazanych ze wspotczynnikami dwumianowymi. Zadania za-
mieszczone na koncu tego podrozdzialu dadza Czytelnikowi mozliwo$¢ udowodnienia kilku
z nich.

Szacowanie wspotczynnikéw dwumianowych

Czasami potrzebujemy oszacowaé warto$¢ wspotczynnika dwumianowego. Dla 1 < k < n
mamy dolne ograniczenie

(n) _ nm—1)---(n—k+1)

k k(k—1)---1
- (O (=)~ (=)
> (g)k (C.5)

Korzystajac z nieréwnosci k! > (k/e)* wyprowadzonej ze wzoru Stirlinga (3.25) na str. 63,
otrzymujemy gérne ograniczenie

n\ nmn—-1))--(m—k+1)
k] k(k—1)---1

nk
<
- k!
en\k
< (=) . C.6
= () <o
Dla wszystkich 0 < k < n mozemy przez indukcj¢ (patrz zad. C.1-12) udowodni¢ ograniczenie
n n"
<" C.7
(k) = kk(n —k)yrk €9
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gdzie dla wygody przyjmujemy, ze 0° = 1. Dla k = An, gdzie 0 < A < 1, ograniczenie to
mozemy zapisaé jako

n _ n"
An ] = (An)*((1 — L)n)d-An

N 1 -2\ "
-(() ()
— o H®)
gdzie
HA)=—-XlgAh—(1—-A1)lg(1—1) (C.8)

jest (binarng) funkcjq entropii i gdzie, dla wygody, przyjmujemy, ze 01g0 = 0, czyli ze
HO)=H()=0.

Zadania

C.1-1
Ile k-podstéw zawiera n-stowo? (Przyjmij identyczne k-podstowa zaczynajace si¢ na r6znych
pozycjach za rézne). Ile tacznie podstéw zawiera n-stowo?

C.1-2

Funkcja logiczna o n wejsciach i m wyjsciach to funkcja ze zbioru {PRAWDA, FALSZ}" w zbi6r
{PRAWDA, FALSZ}". Ile jest funkcji logicznych o n wejsciach i 1 wyjsciu? Ile jest funkcji
logicznych o n wejsciach i m wyjSciach?

C.1-3
Na ile sposobéw mozna posadzi¢ n 0séb przy okragtym stole? Uznajemy dwa ustawienia za
takie same, jesli jedno powstaje z drugiego przez obrét wokét stotu.

C.1-4
Na ile sposobow mozna wybrac trzy rézne liczby ze zbioru {1, 2, ..., 99}, aby ich suma byta
parzysta?

C.1-5
Udowodnij tozsamos¢

n\ n n—1 Co
k]~ k\k—1 )

dla0 < k <n.
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C.1-6
Udowodnij tozsamos§¢

(1) =)

dla0 <k <n.

C.1-7
Aby wybraé k przedmiotéw z n, mozna jeden z nich wyr6znié i sprawdzi¢, czy ten wyrézniony
przedmiot zostat wybrany. Uzyj tej wskazéwki do udowodnienia, ze

n\ [n-—1 4 n—1
k| k k—1)
C.1-8
Korzystajac z wyniku zadania C.1-7, utworz tabelg wspétczynnikéw dwumianowych (Z) dla

n=0,1,...,6i0<k<nz (g) na gorze, ((1)) 1 (i) w nastgpnym wierszu, dalej ((2)), (f) 1 (;),
itd. Tabela taka nosi nazwe trajkaqta Pascala.

C.1-9
Udowodnij, ze

(1)

C.1-10
Pokaz, ze dla dowolnych liczb catkowitychn > 010 < k < n maksymalna warto$¢ (Z) jest
osiaganadlak = |n/2]| lubk = [n/2].

C.1-11
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb catkowitychn > 0, j > 0, k > 0, takich ze j + k < n,
zachodzi

L) =000

Podaj zar6wno dowdd algebraiczny, jak i argumentacje opartg na metodzie wybierania j + k
przedmiotéw sposrdd n. Podaj przyktad, w ktérym nie zachodzi réwnos¢.

C.1-12

Udowodnij nieréwnos¢ (C.7) przez indukcje wzgledem wszystkich catkowitych k, takich ze
0 < k < n/2, anastgpnie uzyj réwnosci (C.3), aby rozszerzy¢ ja na wszystkie catkowite k, takie
z2e0 <k <n.
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*x C.I-13

Uzyj wzoru Stirlinga, aby udowodni¢, ze

2n 22n
= 1+ O(1/n)). C.11

( . ) = (1/n)) (C.11)
*x C.I-14

Roézniczkujac funkcje entropii H(A), pokaz, ze osiaga ona maksimum dla A = 1/2. Ile wynosi

H(1/2)?
*x C.I-15

Wykaz, ze dla dowolnego catkowitego n > 0 zachodzi tozsamos¢

3 (Z)k — n2" !, (C.12)

k=0

* C.I-16
Nieréwnos¢ (C.5) stanowi dolne oszacowanie wartosci wspétczynnika dwumianowego (). Dla
matych k zachodzi silniejsze oszacowanie. Pokaz, ze

n nk
(k) = Ak (C.13)

dlak < /n.

C.2 Prawdopodobienstwo

Teoria prawdopodobiefistwa jest zasadniczym narzedziem stuzacym do tworzenia i analizy
algorytméw randomizowanych (probabilistycznych). W tym dodatku przypominamy podstawy
tej teorii.

Prawdopodobieristwo definiujemy w odniesieniu do przestrzeni zdarzeri S, bedacej zbiorem,
ktérego elementy nazywamy zdarzeniami elementarnymi. Kazde zdarzenie elementarne mozna
traktowaé jako mozliwy wynik eksperymentu. W eksperymencie polegajacym na rzucie dwiema
rozréznialnymi monetami na przestrzen zdarzen mozemy patrze¢ jako na ztozong ze zbioru
wszystkich mozliwych 2-stéw nad zbiorem {0, R}:

S = {00, OR, RO, RR}.
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Zdarzenie jest podzbiorem' przestrzeni zdarzeri S. Na przyktad przy rzucie dwiema mone-
tami zdarzenie polegajace na uzyskaniu jednego orla i jednej reszki to {OR, RO}. Zdarzenie S jest
nazywane zdarzeniem pewnym, a zdarzenie ¢ jest nazywane zdarzeniem niemozliwym. Méwimy,
ze dwa zdarzenia A i B sa wzajemnie si¢ wykluczajqce (roztqczne), jesli A N B = (). Czasami
zdarzenie elementarne s € S traktujemy jako zdarzenie {s}. Z definicji wszystkie zdarzenia
elementarne wzajemnie si¢ wykluczaja.

Aksjomaty teorii prawdopodobienstwa

Rozktad prawdopodobieristwa Pr {} na przestrzeni zdarzen S jest to przyporzadkowanie zdarze-
niom z S liczb rzeczywistych tak, ze spetnione sa nastgpujace aksjomaty prawdopodobieristwa:

1. Pr{A} > 0 dla kazdego zdarzenia A.
2. Pr{S} = 1.

3. Pr{AU B} = Pr{A} + Pr{B} dla kazdych dwéch wzajemnie wykluczajacych si¢ zdarzen
A i B. Ogdlniej, dla kazdego (skoniczonego lub przeliczalnego) ciagu parami wykluczaja-
cych si¢ zdarzen A;, A, ...

Pr UA, = ZPI’{AI}

Pr{A} nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A. Zwracamy tutaj uwage, iz aksjomat 2
jest wymaganiem normalizacji: w rzeczywistosci nie ma specjalnego powodu, aby wybraé 1 jako
prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego, poza tym, ze jest to naturalne i wygodne.

Z tych aksjomatéw i podstaw teorii zbioréw (patrz dodatek B.1) wynika natychmiast kilka
wnioskow. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego @ wynosi Pr{@} = 0. Jesli A C B, to
Pr{A} < Pr{B}. Stosujac zapis A do oznaczenia zdarzenia S — A (dopetnienia zdarzenia A),
mamy Pr {Z} = 1 —Pr{A}. Dla dowolnych dwéch zdarzen A i B zachodzi

Pr{AU B} = Pr{A} +Pr{B} —Pr{AN B} (C.14)
< Pr{A} + Pr{B}. (C.15)

Przypusémy, ze w naszym przyktadzie z rzucaniem monetami kazde z czterech zdarzen
elementarnych ma prawdopodobienstwo 1/4. Wéwczas prawdopodobienstwo otrzymania co

I'W ogéInym rozktadzie prawdopodobieristwa moga znajdowaé sie podzbiory przestrzeni zdarzeri S, ktére nie
sa uwazane za zdarzenia. Sytuacja ta wystepuje zwykle, gdy przestrzen zdarzen jest nieprzeliczalna. Gtéwnym
wymogiem jest, aby zbiér zdarzen byt zamkniety ze wzgledu na operacje brania dopetnienia zdarzenia, sumowania
skoriczonej lub przeliczalnej liczby zdarzen oraz brania czgéci wspdlnej skoriczonej lub przeliczalnej liczby zdarzen.
Wigkszo$¢ rozktadow prawdopodobienistwa, ktérymi bedziemy si¢ zajmowacd, jest okreslona nad skoniczona lub
przeliczalng przestrzenia zdarzen i bedziemy ogdlnie przyjmowac, ze wszystkie podzbiory przestrzeni zdarzen sa
zdarzeniami. Waznym wyjatkiem jest ciagly rozktad jednostajny prawdopodobieristwa, ktdry zostanie przedstawiony
wkroétce.
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najmniej jednego orfa wynosi

Pr{00, OR,RO} = Pr{oo} + Pr{or} + Pr{ro}
= 3/4.

Alternatywnie, skoro prawdopodobienstwo otrzymania mniej niz jednego orta wynosi Pr {RR} =
1/4, to prawdopodobiefistwo otrzymania co najmniej jednego orta wynosi 1 — 1/4 = 3/4.

Dyskretne rozklady prawdopodobienstwa

Rozktad prawdopodobienistwa jest dyskretny, jesli jest zdefiniowany nad skoriczona lub przeli-
czalna przestrzenia zdarzen. Niech S bedzie taka przestrzenia zdarzen. Wéwczas dla kazdego
zdarzenia A zachodzi

Pr{A} =) Pr{s}.

se€A

jako ze zdarzenia elementarne, a w szczegdlnoSci te w A, wzajemnie si¢ wykluczaja. Jesli
przestrzen S jest skoiczona i prawdopodobienistwo kazdego zdarzenia elementarnego s € S
wynosi

Pris} =1/1S].

to wtedy mamy jednostajny rozktad prawdopodobieristwa na S. W takich wypadkach ekspery-
ment jest czgsto opisywany jako ,,Josowy wybor elementu z S”.

Jako przyktad rozwazmy rzut monetq symetryczng, w ktérym prawdopodobiefistwo uzy-
skania orta jest takie samo jak prawdopodobienstwo uzyskania reszki, czyli 1/2. Jesli rzucimy
moneta n razy, to otrzymamy jednostajny rozktad prawdopodobienistwa okreslony na przestrzeni
zdarzenn S = {0, R}" — zbiorze mocy 2". Kazde zdarzenie elementarne w S mozna reprezentowac
jako stowo dtugosci n nad zbiorem {0, R} i kazde wystepuje z prawdopodobienistwem 1/2".
Zdarzenie

A = {wypadlo doktadnie k ortéw i doktadnie n — k reszek}

jest podzbiorem S rozmiaru [A| = (}), jako ze istnieje (} ) stow diugosci n nad {0, R}, w ktérych
0 wystepuje dokladnie k razy. Prawdopodobieristwo zdarzenia A wynosi wigc Pr{A} = (})/2".

Ciagly rozklad jednostajny

Ciagly rozktad jednostajny jest przyktadem rozktadu prawdopodobieristwa, w ktérym nie wszyst-
kie podzbiory przestrzeni zdarzer sa uwazane za zdarzenia. Ciagly rozktad jednostajny jest
zdefiniowany nad przedziatem domknigtym [a, b] liczb rzeczywistych, gdzie a < b. Intuicyjnie,
chcieliby$my, aby kazdy punkt z przedziatu [a, b] byt ,,jednakowo prawdopodobny”. Jest nieprze-
liczalnie wiele punktéw, wigc jesli przyporzadkujemy kazdemu punktowi to samo skoficzone,
dodatnie prawdopodobienstwo, nie mozemy jednoczesnie spetnié¢ aksjomatow 2 i 3. Z tego
powodu chcieliby§Smy przyporzadkowac prawdopodobienstwo jedynie niektorym podzbiorom S
w taki sposob, aby spetnié aksjomaty dla tych zdarzen.
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Dla dowolnego przedziatu domknigtego [c, d], gdzie a < ¢ < d < b, ciqgly rozktad
Jjednostajny prawdopodobieristwa definiuje prawdopodobienstwo zdarzenia [c, d ] wzorem
d—c
b—a’

Pr{[c.d]} =

Przyjmujac ¢ = d widzimy, ze prawdopodobienstwo dla pojedynczego punktu wynosi 0. Jesli
usuniemy konicowe punkty przedziatu [c, d], to otrzymamy przedziat otwarty (¢, d). Poniewaz
[c,d] = [c,c]U (c,d) U|[d,d], na podstawie aksjomatu 3 dostajemy Pr{[c,d]} = Pr{(c,d)}.
Ogdlnie, zdarzeniem dla ciagtego rozktadu jednostajnego jest dowolny podzbiér przestrzeni zda-
rzen [a, b], ktéry mozna otrzymac jako skoriczong lub przeliczalng sumg przedzialéw otwartych
i domknigtych, jak rowniez pewne bardziej skomplikowane zbiory.

Prawdopodobienstwo warunkowe i niezaleznos$¢

Czasami dysponujemy juz pewna wiedza na temat wyniku danego doSwiadczenia. Przypu$¢my
na przyklad, ze kolega rzucit dwiema monetami i powiedziat nam, Ze co najmniej jedna z monet
upadta ortem do géry. Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze na obu monetach wypadt orzet? Infor-
macja, ktéra otrzymaliSmy, eliminuje mozliwos$¢ pojawienia si¢ dwoch reszek. Trzy pozostate
zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne, skad wnioskujemy, ze kazde wystepuje
z prawdopodobienstwem 1/3. Poniewaz tylko w jednym ze zdarzen elementarnych wypadaja
dwa orty, odpowiedZ na nasze pytanie brzmi 1/3.

Prawdopodobienstwo warunkowe okresla w formalny sposob pojecie posiadania a priori
czgsciowej wiedzy na temat wyniku eksperymentu. Prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia
A w sytuacji, kiedy wiemy, ze zachodzi inne zdarzenie B, jest zdefiniowane nastgpujaco:

Pr{A N B}

Pr{d| B} = PriB]

(C.16)
kiedy Pr{B} # 0. (Zapis ,,Pr{A | B}” czytamy jako ,,prawdopodobienstwo A pod warunkiem
B”). Intuicyjnie, poniewaz wiemy, ze B zachodzi, wigc zdarzenie, ze A réwniez zachodzi, to
A N B. Oznacza to, ze A N B jest zbiorem takich wynikéw, ze zachodzi zaréwno A4, jak i B.
Skoro wynik jest jednym ze zdarzen elementarnych w B, normalizujemy prawdopodobieristwa
wszystkich zdarzen elementarnych w B, dzielac je przez Pr{B}, zeby ich suma wynosita 1.
Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem B jest zatem stosunkiem prawdo-
podobienistwa zdarzenia A N B do prawdopodobieristwa zdarzenia B. W powyzszym przyktadzie
A jest zdarzeniem, w ktérym na obu monetach wypadt orzet, a B jest zdarzeniem, w ktérym co
najmniej na jednej monecie wypadt orzet. Zatem Pr{A | B} = (1/4)/(3/4) = 1/3.
Dwa zdarzenia sa niezalezne, jesli

Pr{A N B} =Pr{A}Pr{B}, (C.17)
co jest réwnowazne, o ile Pr{B} # 0, warunkowi

Pr{A | B} = Pr{A}.
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Przypusémy na przyklad, ze zostaty rzucone dwie monety i wyniki rzutéw sa niezalezne. Wow-
czas prawdopodobieristwo pojawienia si¢ dwoch ortéw wynosi (1/2)(1/2) = 1/4. Teraz przy-
pusémy, ze jedno zdarzenie polega na tym, ze pierwsza moneta upadla ortem do gory, a drugie
na tym, ze monety upadty réznie. Kazde z tych zdarzen wystgpuje z prawdopodobieristwem
1/2, a prawdopodobienistwo, ze wystapia oba zdarzenia, wynosi 1/4; zatem, na mocy definicji
niezalezno$ci, zdarzenia te s niezalezne — chociaz mogtoby si¢ wydawac, ze oba zdarzenia
zaleza od wyniku dla pierwszej monety. Przypusémy wreszcie, ze monety sa sklejone tak, ze
upadaja obie orfem lub reszka do gbry i ze obydwie te mozliwosci sa jednakowo prawdopodobne.
Woéwczas prawdopodobieristwo, ze kazda z monet upadnie orfem do géry wynosi 1/2, ale praw-
dopodobienstwo, ze obydwie upadng ortem do géry wynosi 1/2 # (1/2)(1/2). Zatem zdarzenie,
ze pierwsza moneta upadnie ortem do gory, i zdarzenie, ze druga moneta upadnie ortem do gory,
nie sg niezalezne.
Zdarzenia nalezace do rodziny zdarzen A;, A,, ..., A, sa parami niezaleine, jesli

PI'{A,' N AJ} = PI'{A,}PI‘{AJ}

dla wszystkich 1 <i < j < n. Méwimy, ze zdarzenia te sa (wzajemnie) niezalezne, jesli kazdy
k-podzbior A;,, Ai,., ..., A; tejrodziny, gdzie2 <k <nil <i; <i, <--- <ix <n, spenia
zalezno$¢

PI'{A,’1 N Aiz N---N Aik} = Pr{A,-l}Pr{A,-z} .. -Pr{Aik}.

Przypus¢my na przyktad, ze rzucamy dwiema monetami. Niech A, bedzie zdarzeniem polegaja-
cym na tym, Ze na pierwszej monecie wypadt orzet, niech A, bedzie zdarzeniem polegajacym na
tym, ze na drugiej monecie wypadt orzel, i niech A; bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze
na kazdej z monet wypadlo co innego. Mamy

Prid;} = 1/2,
Pr{d} = 1/2,
Prids;} = 1/2,

Pr{A; N A} = 1/4,

Pr{A, N A3} = 1/4,

Pr{dA, N A3} = 1/4,
Pr{d; N A, N A3} = 0.
Poniewaz dla 1 < i < j < 3 mamy Pr{4;, N 4;} = Pr{4;}Pr{A4;} = 1/4, zdarzenia
A1, Ay 1 Az sa parami niezalezne. Zdarzenia te nie sa jednak wzajemnie niezalezne, gdyz
Pr{A; N A, N A3} = 0iPr{A;} Pr{d,} Pr{A;} =1/8 # 0.

Wzoér Bayesa

Z. definicji prawdopodobienistwa warunkowego (C.16) i z prawa przemiennoSci AN B = BN A

wynika, iz dla dwoch zdarzen A i B, kazde o niezerowym prawdopodobienistwie, zachodzi

Pr{AN B} = Pr{B}Pr{A | B} (C.18)
= Pr{A}Pr{B | A}.
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Rozwiazujac to réwnanie ze wzgledu na Pr{A | B}, otrzymujemy tozsamos¢

Pr{A| B} = Pr{Al}ngf |4} (C.19)

znang jako wzdr Bayesa. Mianownik Pr { B} jest stala normalizujaca, ktdra inaczej mozna zapisac
w nastgpujacy sposéb. Poniewaz B = (BN A) U (B N A),a BN Ai B N A sazdarzeniami
wzajemnie si¢ wykluczajacymi, wigc
Pr{B} = Pr{BN A} +Pr{B N A}

= Pr{A}Pr{B | A} +Pr{A}Pr{B | A}.

Podstawiajac to do réwnosci (C.19), uzyskujemy réwnowazng posta¢ wzoru Bayesa:

B Pr{A}Pr{B | A}
Al B = PB4y 1 Pr (A} Pr{B A} (€20

Wz6r Bayesa moze uprosci¢ obliczanie prawdopodobiefistw warunkowych. Przypu$émy
na przyktad, ze mamy monetg¢ symetryczng i monet¢ fatszywa, ktéra zawsze upada ortem do
g6ry. Nasze do§wiadczenie sktada si¢ z trzech niezaleznych zdarzen: jedna z dwoch monet
wybieramy losowo, rzucamy raz ta moneta, a nastgpnie rzucamy ponownie. Przypusémy, ze na
wybranej monecie wypadt orzet przy obydwu prébach. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze jest to
ta fatszywa?

Rozwiazemy ten problem, postugujac si¢ wzorem Bayesa. Niech A bedzie zdarzeniem
polegajacym na tym, ze zostala wybrana moneta falszywa, i niech B bgdzie zdarzeniem polegaja-
cym na tym, ze moneta upadnie dwukrotnie ortem do géry. Chcemy znalezé Pr{A4 | B}. Mamy
Pr{A} =1/2,Pr{B | A} = 1,Pr{4} = 1/2iPr{B | A} = 1/4; tak wigc

B (1/2)1

Pr{A| B} = (1/2)- 14+ (1/2)-(1/4)
= 4/5.

Zadania

C.2-1

Profesor Rosencrantz rzuca moneta (symetryczng) dwa razy. Profesor Guildenstern rzuca moneta
(symetryczna) jeden raz. Jakie jest prawdopodobiefistwo, zZe profesor Rosencrantz wyrzuci wigcej
ortéw niz profesor Guildenstern?

C.2-2
Udowodnij nierownosé¢ Boole’a: dla kazdej skoriczonej lub przeliczalnej rodziny zdarzen
Ay, A,, ... zachodzi

Pr{A; UAyU---} <Pr{d;} +Pr{dy}+---. (C.21)
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C.2-3

Mamy 10 kart, kazda z innym numerem od 1 do 10. Doktadnie tasujemy karty, po czym
wyciagamy trzy (po kolei). Jakie jest prawdopodobienistwo, ze te trzy karty beda miaty coraz
wigksze numery?

C.2-4
Udowodnij, ze

Pr{4|B}+Pr{A|B}=1.

C.2-5
Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zdarzeh A, A,, ..., A, zachodzi
Pr{Al N A2 n---N An} = Pr{Al}-Pr{A2 | Al}'PI'{A3 | Al N Az}
Pr{An |A1ﬂA2ﬂﬂAn_1} (C22)
*x C.2-6

Pokaz, jak skonstruowac zbior n zdarzen, ktére sa parami niezalezne, ale zaden podzbidr k > 2
sposrdd nich nie jest wzajemnie niezalezny.

* C.2-7
Dwa zdarzenia A i B sa warunkowo niezalezne od C, jesli

Pr{ANB|C}=Pr{A|C}-Pr{B|C}.

Podaj prosty, ale nietrywialny przyktad dwéch zdarzen, ktdre nie sa niezalezne, ale sa warunkowo
niezalezne od trzeciego zdarzenia.

*x C2-8

Profesor Gore prowadzi zajecia z rytmiki w szkole muzycznej, a trzem jego uczniom — Jeffowi,
Timowi i Carmine — grozi niezaliczenie. Profesor poinformowal cata tréjke, ze jeden z nich
zaliczy kurs, a dwdch pozostatych go obleje. Carmine pyta profesora na osobnosci, kto z pary Jeff
i Tim obleje kurs, argumentujac, ze skoro i tak wie, ze co najmniej jeden z nich obleje, profesor
nie ujawni zadnej informacji o jego wiasnym wyniku. Profesor powiedzial mu, ze Jeff obleje.
Carmine czuje si¢ teraz spokojniejszy, bo wie, ze albo on, albo Tim zaliczy kurs, co oznacza, ze
prawdopodobienstwo jego pozytywnego wyniku wynosi teraz 1/2. Czy ma racjg, czy tez jego
szanse nadal wynosza 1/3? OdpowiedZ uzasadnij.

C.3 Dyskretne zmienne losowe

(Dyskretna) zmienna losowa X jest funkcja ze skoficzonej lub przeliczalnej przestrzeni zdarzeit S
w zbidr liczb rzeczywistych. Przyporzadkowuje ona liczbe rzeczywista kazdemu mozliwemu wy-
nikowi do§wiadczenia, co pozwala nam operowac indukowanym rozktadem prawdopodobieristwa
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na zbiorze liczb. Zmienne losowe mozna réwniez okresla¢ na nieprzeliczalnych przestrzeniach
zdarzen, ale wiaze si¢ to z kwestiami technicznymi, ktérych nie chcemy tutaj poruszaé. Bedziemy
zatem zaktadaé, ze zmienne losowe sg dyskretne.

Dla zmiennej losowej X 1 liczby rzeczywistej x definiujemy zdarzenie X = x jako
{s €S: X(s) = x}; zatem

Pr{X =x} = Z Pr{s}.

seS: X(s)=x
Funkcja
f(x) =Pr{X = x}

jest funkcjaq gestosci prawdopodobieristwa zmiennej losowej X . Z aksjomatow prawdopodobieri-
stwamamy Pr{X =x}>0i) Pr{X =x} =1

Jako przyktad rozwazmy rzut dwiema szesSciennymi kostkami do gry. W przestrzeni zdarzen
jest 36 mozliwych zdarzer elementarnych. Przyjmujemy, ze rozktad prawdopodobienistwa jest
jednostajny, wigc kazde zdarzenie elementarne s € S jest jednakowo prawdopodobne: Pr{s} =
1/36. Zdefiniujmy zmienng losowa X jako wigkszq z dwoch wartosci widocznych na kostkach.
Mamy Pr{X = 3} = 5/36, bo X przypisuje warto$¢ 3 pigciu z trzydziestu szeSciu mozliwych
zdarzen elementarnych, a mianowicie (1, 3), (2, 3), (3,3), (3,2) 1 (3, 1).

Czesto na tej samej przestrzeni zdarzen definiuje si¢ wiele zmiennych losowych. Jesli X
1Y sa zmiennymi losowymi, to funkcja

f(x,y)=Pr{X =xiY =y}

jest funkcjaq gestosci tacznego prawdopodobieristwa zmiennych X i Y. Dla ustalonej wartosci y
Pr{y =y}=> Pr{X =xiY =y}

podobnie, dla ustalonej wartosci x

PriX=x}=) Pr{X=xi¥ =y}

Korzystajac z definicji prawdopodobieristwa warunkowego (C.16) na str. 1115, mamy

Pr{X =xiY =y}

Pr{X=x|Y =y}= PriY =

Definiujemy dwie zmienne losowe X i Y jako niezalezne, jesli dla wszystkich x i y zda-
rzenia X = x i Y = y sa niezalezne lub, réwnowaznie, jesli dla wszystkich x i y mamy
Pr{X =xiY =y} =Pr{X = x}Pr{Y = y}.

Majac dany zbiér zmiennych losowych zdefiniowanych nad ta sama przestrzenia zdarzen,
mozemy definiowa¢ nowe zmienne losowe jako sumy, iloczyny lub inne funkcje zmiennych
poczatkowych.
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Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej

B

Najprostsza i najbardziej uzyteczna charakterystyka rozktadu zmiennej losowej jest ,,Srednia’
z wartosci, jakie ona przyjmuje. Wartos¢ oczekiwana (Srednia) dyskretnej zmiennej losowej X
jest okreslona wzorem

E[X]=) x-Pr{X =x} (C.23)

wielkos$¢ ta jest dobrze okreslona, jesli suma jest skoficzona lub zbiezna bezwglednie. Czasami
warto$¢ oczekiwang X zapisuje si¢ jako wy lub — kiedy zmienna losowa, o ktéra chodzi, wynika
z kontekstu — po prostu jako .

Wyobrazmy sobie gre, w ktérej rzucamy dwiema monetami. Zarabiamy 3 zt za kazdego
orla, ale tracimy 2 zt za kazda reszkg. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X reprezentujacej
nasz zarobek wynosi

E[X] = 6-Pr{20}+1-Pr{l 0,1 R} —4-Pr{2 R}
= 6(1/4) +1(1/2) — 4(1/4)
= 1.

Warto$¢ oczekiwana sumy dwéch zmiennych losowych jest rowna sumie ich wartosci
oczekiwanych, czyli

E[X + Y] =E[X]+E[Y], (C.24)

kiedy tylko sa okreslone E [X] i E [Y]. Wtasnos¢ te nazywamy liniowosciq wartosci oczekiwanej
i zachodzi ona nawet wtedy, kiedy X i Y nie sa niezalezne. Rozszerza si¢ ona rowniez na
skorficzone i1 zbiezne bezwzglednie sumy wartoSci oczekiwanych. Liniowos$¢ wartos$ci oczekiwa-
nej jest kluczowa wilasnoscia umozliwiajacq nam przeprowadzanie analiz probabilistycznych
z zastosowaniem wskaZnikowych zmiennych losowych (patrz podrozdz. 5.2).

Jesli X jest dowolng zmienng losowa, to dowolna funkcja g(x) definiuje nowa zmienng
losowa g(X). Jesli warto$¢ oczekiwana g(X) jest okreslona, to

Elg(X)] =) g(x)-Pr{X = x}.

Przyjmujac g(x) = ax, dla dowolnej statej a mamy
ElaX] =aE[X]. (C.25)

Operacja brania wartosci oczekiwanej jest zatem liniowa: dla dowolnych dwéch zmiennych
losowych X 1Y oraz dowolnej statej a zachodzi

E[aX + Y] = aE[X] + E[Y]. (C.26)
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Jesli dwie zmienne losowe X 1 Y sa niezalezne i kazda z nich ma okreslong wartos¢
oczekiwana, to

E[XY] =Zny-Pr{X=xiY =y}

= Z ny -Pr{X = x}Pr{Y =y} (z niezaleznosci X 1Y)
x
= (Zx -Pr{X = x}) (Zy -Pr{Y = y})
=E[X]E[Y] ' (ze wzoru (C.23)).
Ogdlnie, jesli n zmiennych losowych X, X5, ..., X, jest wzajemnie niezaleznych, to
E[X:1 X5 - X,] = E[Xi]E[X5]---E[X,]. (C.27)

Kiedy zmienna losowa X przyjmuje wartosci ze zbioru liczb naturalnych N = {0, 1,2, ...},
istnieje zgrabny wzér na jej wartos¢ oczekiwana:

E[X] = ii-Pr{X:i}

= Y i(Pr{X =i} —Pr{X =i+ 1}

i=0
o0
= Y Pr{X =i}, (C.28)
i=1
poniewaz kazdy sktadnik Pr{X > i} jest dodany i razy i odjety i — 1 razy (oprécz sktadnika

Pr{X > 0}, ktory jest dodany O razy i nie odjety w ogéle).
Funkcja f(x) jest wypukta, jesli dla kazdych x i y oraz dla wszystkich 0 < A < 1 zachodzi

SAx+ A =2)y) =Af(x)+ A =2)f(»). (C.29)
Stosujac funkcje wypukta f(x) do zmiennej losowej X, z nierownosci Jensena otrzymujemy
E[f(x)] = fE[X]). (C.30)

pod warunkiem ze obydwie warto$ci oczekiwane istnieja i sa skoiiczone.

Wariancja i odchylenie standardowe

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej nie méwi nam nic o ,,rozrzucie” warto$ci przyjmowanych
przez t¢ zmienna. JeSli na przyktad mamy zmienne losowe X i Y, dla ktérych Pr{X = 1/4} =
Pr{X =3/4} = 1/20razPr{Y =0} = Pr{Y = 1} = 1/2, to zaréwno E [X], jak i E[Y] jest
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réwne 1/2, ale faktyczne wartosci przyjmowane przez Y sa dalej od wartosci oczekiwanej niz
wartoSci przyjmowane przez X .

Pojecie wariancji wyraza matematycznie to, jak daleko od Sredniej moga by¢ wartosci
przyjmowane przez zmienng losowa. Wariancja zmiennej losowej X o wartoSci oczekiwanej
E [X] jest réwna
Var[X] = E[(X —E[X])?]

= E[X?> - 2XE[X] + E*[X]]

= E[X?] - 2E[XE[X]] + E*[X]

= E[X?] - 2E* [X] + E*[X]

= E[X*] -E*[X]. (C31)
Uzasadnieniem réwnosci E [E? [X]] = E? [X] jest to, ze E [X] nie jest zmienng losowa, a po
prostu liczba rzeczywista, zatem E? [X] jest takze liczba rzeczywista. Rowno$¢ E[XE [X]] =
E? [X] wynika z zaleznosci (C.25) z a = E[X]. Réwnos¢ (C.31) mozna przeksztalcic, aby
uzyskaé wyrazenie okreSlajace warto$¢ oczekiwang kwadratu zmiennej losowe;j:

E[X?] = Var[X] + E* [X]. (C.32)

Wariancja zmiennej losowej X i wariancja a X sa zwigzane nastgpujacg zaleznoScia (patrz
zad. C.3-10):

Var [aX] = a*Var [X].
Jesli X 1Y saniezaleznymi zmiennymi losowymi, to
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y].

W ogdlnosci, jesli n zmiennych losowych X1, X5, ..., X, jest parami niezaleznych, to

Var {Z Xii| =Y Var[X;]. (C.33)
i=1 i=1

Odchylenie standardowe zmiennej losowej X jest to nieujemny pierwiastek kwadratowy
z wariancji X . Odchylenie standardowe zmiennej losowej X czasami zapisuje si¢ jako oy Iub po
prostu o, jesli zmienna X wynika z kontekstu. Uzywajac tej notacji, wariancj¢ X mozna zapisaé
jako o2.

Zadania

C.3-1

Rzucamy dwiema szeSciennymi kostkami do gry. Jaka jest warto$¢ oczekiwana sumy liczb
oczek widocznych na dwdéch kostkach? Jaka jest wartoS¢ oczekiwana wigkszej z liczb oczek
widocznych na tych kostkach?
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C.3-2

Tablica A[l : n] zawiera n r6znych liczb uporzadkowanych losowo, tzn. kazda permutacja tych
n liczb jest jednakowo prawdopodobna. Jaka jest warto$¢ oczekiwana indeksu najwigkszego
z elementéw tablicy? Jaka jest warto$¢ oczekiwana indeksu najmniejszego z elementéw tablicy?

C.3-3

Gra polega na rzucaniu trzema kostkami. Gracz moze postawi¢ 1 zt na jedna z liczb od 1 do 6.
Zasady wyptlacania wygranych po wykonaniu rzutu sg nastgpujace: jesli liczba obstawiona przez
gracza nie pojawila si¢ na zadnej z kostek, to traci on swoja ztotowke; jesli liczba ta pojawita si¢
doktadnie na k kostkach, dla k = 1,2, 3, to zachowuje on swoja ztotéwke i dostaje dodatkowo k
ztotéwek. Jaki jest oczekiwany zysk w jednej grze?

C.3-4
Uzasadnij, ze jesli X 1 Y sa nieujemnymi zmiennymi losowymi, to

E[max{X,Y}] <E[X]+E[Y].

C.3-5
Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Udowodnij, ze f(X) i g(Y) sa niezalezne
dla dowolnego wyboru funkcji f i g.

C3-6
Niech X bedzie nieujemng zmienna losowa i zatézmy, ze E [ X] jest dobrze okreslona. Udowodnij
nierownos¢ Markowa:

Pr{X >t} <E[X]/t (C.34)
dla kazdego t > 0.

C.3-7

Niech S bedzie przestrzenia zdarzen i niech X i X’ beda zmiennymi losowymi takimi, ze
X(s) > X'(s) dla kazdego s € S. Udowodnij, ze dla dowolnej statej rzeczywistej ¢ zachodzi
nieréwnos¢

Pr{X >t} >Pr{X' >t}

C.3-8
Co jest wigksze: warto$¢ oczekiwana kwadratu zmiennej losowej czy tez kwadrat jej wartosci
oczekiwanej?

C.3-9
Pokaz, ze dla dowolnej zmiennej losowej X, ktora przyjmuje wylacznie wartosci 0 i 1, mamy
Var [X] = E[X]E[l — X].

C.3-10
Udowodnij, ze Var [a X] = a®Var [x] z definicji wariancji (C.31).
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